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SOLUCION EJERCICIO 1 (Conv. Extraordinaria 2008-09)

Lo primero de todo es determinar el grado de hiperestatismo de la estructura.
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Dado que la estructura es isostatica (HO) las reacciones se pueden obtener
directamente de las ecuaciones de equilibrio. Para ello se descompone la
estructura en tres tramos (AB, BD y DE) a partir de las desconexiones interiores,
sabiendo que la rotula en B permite el giro relativo y por lo tanto no existe momento
interno (esfuerzo flector M=0) y que la deslizadera en D permite el desplazamiento
vertical relativo y por lo tanto no existe reaccion vertical interna (cortante Q=0), y se

plantea el equilibrio en cada uno de ellos:
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Equilibrio del tramo DE:

DY F,=0 U

dYR=0 U
dDM=0
Equilibrio del tramo BD:

YD Fy=0
dDMy=0 [

YR =0

Equilibrio del tramo AB:

Y Fy=0
YR=0 U

dDM,=0

H,=0
Ve—-qa=0 [/ Ve =0a
a qa’
M, -ga—+qaa=0// My =—""
2 2
H,+pa-0=0 [ Hy =-pa

Asi, las reacciones son las siguientes:

2
-V;-0qa+0=0 [ V; =-0a
H,+pa—(-pa)=0 0 H,=-2pa
V,-ga=0 [/ V,=0qa
M, +(-ga)a=0 /7 M, =ga’
q p q
VIV lsssssg VI

Y las leyes de esfuerzos:
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M. =-qga*+ga2a— qa-% =9

Los tramos BC y DE de la ley de flectores son parabdlicos, con tangentes

horizontales en C y D, respectivamente. (Esto también se debe indicar en el examen)

Nota 1: recordad que la carga vertical repartida (q) es la derivada de la ley de cortantes (Q). Por lo tanto, en los
tramos donde q=0 (tramos AB y CD) la ley de cortantes sera una constante (recta horizontal) y donde g=cte
(tramos BC y DE) la ley de cortantes sera una recta (con pendiente).

Nota 2: recordad que la ley de cortantes (Q) es la derivada de la de flectores (M). Por lo tanto, en los tramos
donde Q=0 (tramo CD) la ley de flectores sera una constante (recta horizontal), donde Q=cte (tramo AB) la ley
de flectores sera una recta (con pendiente) y donde Q=recta (tramos BC y DE) la ley de flectores sera un
polinomio de segundo grado (parabola). Ademas, donde el cortante sea puntualmente Q=0 (C y D) la ley de

flectores tendra un extremo relativo (tangente horizontal).
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SOLUCION EJERCICIO 2 (Conv. Extraordinaria 2008-09)

Simplificaciones por simetria/antisimetria

- 12 Simplificacion: estructuras [S1] y [Al]

La estructura completa, si bien es simétrica de forma respecto a un eje horizontal,
no lo es de cargas. Esta sometida a una carga repartida horizontal simétrica y a
otra vertical de tipo general. Asi, se ha de descomponer como suma de un estado

simétrico y otro antisimétrico:
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La primera de las estructuras se puede simplificar por simetria. Respecto a los
puntos coincidentes con el eje de simetria (punto A), a un lado del eje (A’) y al otro
(A”) se ha de cumplir simultaneamente compatibilidad de movimientos y que éstos

sean simétricos. Asi, llamando ‘u’ al desplazamiento horizontal, ‘v’ al vertical y ‘]

al giro:
Compatibilidad: Up =Uy, Vo =V O, =0,
Simetria de eje horizontal: u, =u,. Vo ==V O, =—0,.

Para que se cumplan ambas condiciones a la vez resulta que v, =6, =0 y, por lo

tanto, en los puntos pertenecientes al eje de simetria se colocard un
empotramiento deslizante que soélo permita el desplazamiento del punto en la

direccion del eje (‘u’).
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l Estructura [S1] l

La segunda de las estructuras se puede simplificar por antisimetria. Respecto a los

puntos coincidentes con el eje de simetria (punto A), a un lado del eje (A’) y al otro
(A”) se ha de cumplir simultaneamente compatibilidad de movimientos y que éstos

sean antisimétricos. Asi:
Compatibilidad: Up =Upe Vy =V, 6, =0,
Antisimetria de eje horizontal:  u, =-U,.  V, =V, O, =0,

Para que se cumplan ambas condiciones a la vez resulta que u, =0 y, por lo tanto,

en los puntos pertenecientes al eje de simetria se colocara una deslizadera que

solo impida el desplazamiento del punto en la direccion del eje (‘v’).

q\VVWVsﬁ g1

l Estructura [A1] l

- 22 Simplificacion: estructuras [S1S], [S1A], [A1S] y [A1A]

La subestructura [S1] es simétrica de forma respecto a un eje vertical pero sus
cargas son de tipo general, por lo que se ha de volver a descomponer como suma

de un estado simétrico y otro antisimétrico.

| s
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T
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Es decir, se pueden tomar como incognitas hiperestaticas: Ha, Hp y Mp. Tomando

Hx como reaccion hiperestatica, la isostatizacion y la ecuacion de compatibilidad

son:
qa/2 l

> &

B o D t | ua=0

q —%

— HO v
—> A A%_) u
s Ha 0

»

Llegados aqui hay que obtener el desplazamiento ‘ua’ que, en la estructura
isostatizada, producen las solicitaciones ‘q,, ‘qa/2’” y ‘Ha. Para ello es
recomendable dividirla en dos estados, uno con las solicitaciones iniciales (@’ y

‘qga/2’) y otro con la incognita hiperestatica (‘Ha').

- Estado I:
qa/2i qa/2i
H
q qa Mp
R
TVA
D Ry = 0 ~H,+ga=0 0 H, =ga
F=0 // V,-qa/2=0 ooy, =%
\ A A

dM,=0 MD—qa-%—%-a+qa-a:OD M, =0
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De condiciones de contorno: va=up=Lp=0

Aplicando el segundo teorema de Mohr generalizado entre D y A:

1 1 1 ga*)3 1
U, =U, +6,d(r,D)+—(-M4t -M 2 )=0+0+—|-| -Za— |~a-| —-aga’® |a
A D D( )E|( AB BD) El £3 2j4 (qu
4
gt =398
4 EI

50

us>0

Nota 2: recordad la geometria del triangulo y de las parabolas.

angente horizonfal

- Estado II: procediendo de forma idéntica al ‘Estado I’
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B Lot
4
Mp
HA HA
—> —>
TVA
D Ry = 0 H,-H,=0 1/ H,=H,
Y F = [ V,=0
dDMy,=0 My+H,a=0 0 My =-H,a
a-HA
a-HA —<D>
B C D ~| B c D
H \A
‘| § Q- -M-
A A

a3
Uy :O+O+%{—(—la-aHAj§a—(—2a-aHA)a}:Z H,2

3 El

Resueltos por separado ambos estados ahora se aplica superposicion:

4

I n_30a

H,a®

Uy=U,+Uy ==

2
+_
4 EI 3

A
El

Y de la ecuacion de compatibilidad (ua=0) se obtiene el valor de la incognita

hiperestatica:

H,a’

A =00
El

7
+ —
3

9

H,=—-—0a
A 28q

Terminado el método de flexibilidad se retoman las ecuaciones de equilibrio del

principio del problema, sustituyendo ‘Ha’ por su valor obtenido. Asi:
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-—Qga-H,+ga=0 0 H,==—0ga
28(31 p T4 D 28q
V, —gal2=0 o VA=%
a ga 19 9
M, -ga——-——a+—gaa=0 [ M, =—0ga
oM T g >~ 281

Por lo que las reacciones son las siguientes:

qa/2 l

‘j ) 19/28-qa

9/28-qa’

<— 9/28-ga

A A

ga/2
Y los diagramas de esfuerzos, que son la suma de las de los estados | y Il, son:

- Axiles -

19/28-qa

— <

qa/2

— [«
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19/28-qa

- Cortantes -

ga/2
OV

15

Jor

9/28-a :|:

5/28-qa’

é 9/28-qa

- Flectores -

N

9/28-aI

parébola\

o>

M max

10X

9/28-qa’

[9
28

2
9 aj
T = 0,0517(:]3.2

Punto del tramo AB en el que M=0, tomando como origen de ‘x’ el punto A:

9
M =—qax-
28q q

2

X0 O
2

Xx(M =0) :%a

Punto del tramo BC en el que M=0, tomando como origen de X’ el punto B:

5

M=-—qa’ ‘B0 o

28

2

5
X(M =0)=—a
( ) 14

Nota 3: en el resultado de las leyes de esfuerzos no hace falta acotar los puntos en los que el flector es nulo.

Pero como a continuacion piden la deformada, y los puntos de inflexion de ésta coinciden con los de M=0, se

han calculado dichos puntos en este momento. En resumen, estos puntos sélo sirven para dibujar la

deformada, si no la piden no los calculéis.
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Giro de B y deformada a estima

Para calcular el giro en B lo mas comodo es aplicar el primer teorema de Mohr

entre B y D puesto que [1p=0. Asi:

1 1 15 ,5 19 ,9 9 ,
0, =0, ——AN;p=0—-—| ———0ga"—a+-—0ga"—a+—0ga“a
R =T EI[ 228 0 122 o8 4% T 58
_ g
° 28 El
Nota 4: signos del teorema, en este caso.
<0 &
D\T
B Mep>0 b

Para dibujar la deformada a estima, en este momento, se conoce:
- Condiciones de contorno: ua=va=up=[1p=0
- Hipotesis de indeformabilidad por axil: vs=va (=0) y ug=uc=up (=0)
- Giro de B negativo (horario)

- Tramos concavos (M>0), tramos convexos (M<0) y puntos de inflexion
(M=0)

La dnica duda que puede quedar refiere al signo del giro en A. Pero a la vista de la

carga repartida resulta evidente que éste sera horario (negativo). Aun asi se puede

65 g2’

aplicar el primer teorema de Mohr entre Ay B y se llega a que 6, = T T

Con todo lo anterior, la deformada a estima es la siguiente:
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Nota 5.1: tened en cuenta que no es lo mismo que os pidan ‘dibujar la deformada a estima’ que ‘dibujar la
deformada a estima acotando los valores caracteristicos’. En el primero de los casos os piden dibujarla sélo a
partir de los movimientos que os han pedido ya en apartados anteriores y de la ley de flectores, es decir, no
hay que calcular nada mas. En el segundo de los casos hay que acotar los desplazamientos de TODOS los
puntos “en los que pasa algo” (apoyos, quiebros, carga puntual aplicada...); es decir, habria que calcular todos
los desplazamientos (u, v y [1) que falten y a continuacion dibujar la deformada y escribir los valores de los

desplazamientos. Por ejemplo, si hubieran pedido lo segundo faltaria obtener: Ca, vc y Vb.

Nota 5.2: en el segundo de los casos (‘dibujar la deformada a estima acotando los valores caracteristicos’), en
los puntos en los que “lo que pasa” es que hay una carga puntual aplicada (p.e. el punto C) en realidad basta
con acotar el desplazamiento asociado al tipo de carga. Es decir, si hay una carga puntual horizontal se acota
‘u’, si hay una vertical puntual se acota ‘v’ y si hay un momento puntual se acota ‘(’. De ahi que anteriormente

en el nudo C (carga puntual vertical) bastase con calcular vc, sin ser necesarios uc y [c.

TODO UM EQUIPO PARA 17
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SOLUCION EJERCICIO 4 (Conv. Extraordinaria 2008-09)

A) Determinar el centro de esfuerzos cortantes de la seccion

Dado que la seccion es simétrica respecto al eje ‘Y’, el CEC esta sobre dicho eje,
es decir, zcec=0. Por lo tanto, falta obtener ycec, para lo cual se aplica un cortante
de gje Z’ (Qz).

Simetria de eje Y [1 zcgc=0 &Ycec? O aplicar Qz

El proceso va a ser el siguiente: se obtiene la distribucion de rasantes (1-e) debidas
a un cortante Qz y se iguala el momento producido por dicha distribucion, respecto

a un punto, al producido por el cortante, respecto al mismo punto.

Qz
*
CEC

d e
N N —

— — & — < <«
Y2 y Fo3 3 t
’ t

Z

¢lF12 JG h
| Fae |t
’ i
{ ] . "

Tomando momentos respecto al punto 2’ se ha de cumplir:

> M,(re)=> M,(Q,) 0 F,0+F,0+F,a=Q,d o F,a=0Q,d

Es decir, basta conocer la distribucion de rasantes debida al Qz en el tramo 3-4.

Nota: es interesante, antes de ponerse a calcular toda la distribucion de rasantes, pensar respecto a qué punto
se tomaran momentos para ver qué tramos no es necesario calcular y, asi, ahorrar tiempo. Ademas, también
es conveniente elegir un punto para tomar momentos que haga que el numero de tramos de rasante a calcular

sSea menor.

- Distribucién de rasantes en el tramo 3-4 debida al cortante Qz:
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o S,(4-P)
Ejes principales (P,,=0) y Q,=0 [ T'e|P = T'e|4 +I—
y

Q, (ver formulario examen)

S,(4-P)=z5 ‘A, = _8es)=-2%3
“F 2 2
Y por ser extremos abiertos: re| = €|, =0. Asi:
aes
.2 6 s
TE|P—O+ 7 2 Qz 7_2QZ

7ea3 a
12

La distribucion es lineal con ‘s’ y va desde un valor 0 en ‘4’ a un valor en ’3’:

6 a 6
e, =re(S=a)=——— =——
T |3 T ( ) 7 a2 QZ 7a QZ
o ¢— Q7
CEC
d Te
N N
— < — — o« o« 6Q./7a
—
Y2 Fzs 3t
y
y 0
V4
¥ o G 0
| Fas |t
¥ i
1, )
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Nota: recordad que un signo negativo en la distribucion de rasantes indica que su sentido es el mismo que el

de la coordenada local ‘s’.

Por lo tanto, dado que F34 es el area de la distribucion de rasantes del tramo 3-4:

1 6Q, 3
F :—-a-_Z:_
¥ 27 7a 7QZ
Y retomando la ecuacion inicial:
F,a=Q,.d © &-a:Qz-d 0 dzga
7 7
16
Yeec =78+ -a=_7-a

En resumen, las coordenadas del CEC son:

Veec =522
CEC T o1
Zege = 0

B) Determinar y representar las tensiones tangenciales debidas a

la torsion en una seccidn situada entre ‘B’ y ‘C’

Para ver la torsion que se produce en ese tramo es necesario conocer la ley de
esfuerzos torsores. Para obtener las leyes de esfuerzos, en general, hay que
conocer las fuerzas generalizadas que actuan sobre la viga. Estas acttan sobre la
directriz de la viga, que para el caso de fuerzas paralelas a la directriz (como la
fuerza ‘30P’ en ‘C’) coincide con el centro de gravedad de la seccion y para fuerzas
perpendiculares a la directriz (como la fuerza ‘P’ en ‘B’ o la ‘P’ en ‘C’) coincide con

el centro de esfuerzos cortantes.

En este caso las fuerzas perpendiculares a la directriz no estan aplicadas en el
CEC y por lo tanto hay que trasladarlas a él apareciendo un momento torsor

asociado.

- Seccion B:

TODO UM EQUIPO PARA 20
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P-3al7 / \
[ ] [ ]

CEC
3al7

- Seccion C:

P-a/2 4

CEC
al2
2 e

Por lo tanto las fuerzas generalizadas que actuan sobre la viga ménsula son:

y
=)
j 7 %

/ N > Pa/2
3Pa/7 l a
z P

Y, en consecuencia, la ley de esfuerzos torsores es:

13Pa/14

Pa/2

~<—[]—=>

> LLLL
w
O
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En resumen, se trata de obtener las tensiones tangenciales producidas por un

. . Pa
momento torsor antihorario de valor M, = P

Del formulario que permiten en el examen, para perfiles abiertos de pared delgada

que se descomponen en rectangulos, se tiene:

3 2
(1 Z&ei J :Zai-Li-ef a, :0,33—0,22&+0,03 &
’ J i=1 L L

Respecto al valor de a;, cuando el espesor es mucho menor que la longitud (como

es el caso segun indica el enunciado) se suele simplificar a o, =0,33 = %

Y dado que en los tres rectangulos en que se puede descomponer la seccion se

tiene que e =e,=e,=ey L =L, =L, =a /7] :3(%-a-e3j =ae’. Asi:

Lk
ro =2 oo P

T
"2 ae® 2¢?

max,1 = Z-mélx,z =

Y, recordando que para este tipo de perfiles la distribucion de tensiones
tangenciales debidas a la torsion es lineal en todo el espesor con un valor Tysx en
un extremo a Tpax en el otro, siendo nula en la linea media, se tiene la siguiente

distribucion en el tramo B-C:
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Mr=Pa/2

P/2e? /\ /(T/
P/2¢? V

P/2¢?

P/2¢?

C) Determinar las tensiones debidas al axil y a la flexion en la
seccion ‘A’ y representarlas
En primer lugar hay que obtener las leyes de esfuerzos de axil y flexion (tanto M,

como M;) para saber los esfuerzos a los que esta sometida la seccion de

empotramiento ‘A’. De las fuerzas generalizadas deducidas anteriormente se tiene:

- Axiles -
y 30P
N <— D%
C
B
- A
- Flector M, -
20Pa
y
<02
N c
B
/ A
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- Flector M, -

y
7/
/
? %E)Pa N = 30P
o4 > X M, = 10Pa
%7/ %P M, = -20Pa
z /| 20pa
/
/
L

24

La ecuacién general que da la distribucion de tensiones normales (ver formulario

del examen) para unos ejes dextrogiros, con origen coincidente con el c.d.g. de la

seccion y con el gje X’ saliente, es:

_E_MVPYZ—'—MZIY Ivlzl:)yz—'_lvlylz
o, = — Y —
A l,-P, I, -P,

I,

z

I,

Y cuando los ejes son principales de inercia (P,,=0) se simplifica a:

Por lo tanto, en la seccion de empotramiento:

30P -20Pa 10Pa P 60 120
= 1 y+ 7 z=—|10+—y+—z2
ea 1.3 a3 ea a a

3 12
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Y la ecuacion de la fibra neutra (0x=0):

o,=00 3-(1O+@y+%zj:0 0 y:—gz—E
ea a 7a 7 6
7a
y 6 y 12
2 3
y
] F.N
, o
6 ._.- -
1 4

Las tensiones normales maxima y minima se dan en los puntos mas alejados de la

fibra neutra (para ello se ha representado), es decir, en 2’y en ‘4’:

O'X('Z'):o'x(yzi;zzgj:i. 10+@E+%E):@£
3 ea a3 7a?2

2 7 ea
0(.4.)_0(y__@_z__g)_ﬁ{loJrGO—2a+120—aj__2703
X X 3’ 2) ea a 3 7a 2 7 ea

Con todo, la distribucion de tensiones normales debidas al axil y a la flexion en la
seccion ‘A’ es la indicada en la siguiente figura (recordando que 0x>0 significa

traccion y 0,<0 compresion):
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270P/7ea

270P/7ea

Fuente: enunciados correspondientes a examenes de diferentes afios de la Universidad

Politécnica de Valencia.
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