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ECUACIONES DIFERENCIALES

INGENIERIA DE CAMINOS CANALES Y PUERTOS
Segundo parcial

Cuestion 1.- Demostrar que en el intervalo |- =, [ es cierta laigualdad:

© n+l
x=2) (-1
n=1

) sen(nx)
n

Cuestion 2.- Calcular la solucién de la ecuacion integrodiferencial

y'+5joxyds =e™, x>0

y(0)=0
utilizando la transformada de Laplace.

Cuestion 3.- Resolver la ecuacion integral

y(X) = cos(3x) + kjf cos(x +t)y(t)dt.

Problema

Resolver la ecuacion en derivadas parciales:
o*'u  0°u
a1 o (X,t) eR
OX ot

X2

ux0)=e 2, xe%R

a—u(X,O) =0, xe®R
ot

SOLUCIONES

Cuestion 1

TODO UM EQUIFO PARA
VALENCIA AYUDARTE A AFROBAR BURJASSOT

G/ RAMGN LLULL, 19 - Bauo * TEL: 96 339 25 49 TEL.:: 96 363 76 62 + O/ PASSEIS DE RAJOLAR, &



CENTRO DE ESTUDIDS UNIVERSITARIOS 2

ERASMUS

web

Extendemos la funcién x de forma periddica:
Sea f(x)=x si X e]—m, @[, f(—n) =f(n) =0, f(x+2n)=f(X) VX e R .

Esta funcién es impar y 2m-periddica, luego tiene un desarrollo de Fourier en serie
de senos

f(x)~ 3 b,sen(nx), con b, = % [ xsen(nxydx vn=1,2,...
n=1 0

Calculamos los coeficientes de la serie

. Integracion por partes
b, :—J'xsen(nx)dx = u=x—du=dx =
T 0

dv = sen(nx)dx — v = —cos(nx)

_ n T _ n _1\n+l
:g{ xcos(nx)} +£Jcos(nx)dx: cos(nn)+£[sen(nx)} _ (D
n n o nmy n ntl no |, n

(_ 1) n+l
n

Luego f(x)~ >’ sen(nx)
n=1

Como fe Cf[—n, n], por el teorema de la convergencia puntual (que se enunciara

correctamente) sabemos que la serie obtenida es puntualmente convergente en toda
larectareal. La serie convergeraalafuncion f en todos los puntos donde f es
continuay ala semisuma de las imagenes por laizquierda y por la derecha en los
puntos donde f no sea continua.

En particular, si X €]—m, n[, con f es continua, se tiene que:

1™ sen(nx)
n

f(x)=x =23

Cuestion 2

y+5[yds=e™, x>0
y(0)=0

Tenemos que resolver
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Aplicamos transformada de Laplace a ambos lados de la igualdad
X
L(y'+5j0 ydsj =L(e™)
Por la linealidad de la transformada tenemos:
X
L(yj—rSL[i)ydsj::L(ex)

Por teoria sabemos que:

L(y") = pL(y) - y(0) = pL(Y)
LUyds] :M
0 p
Y como L(e"‘x):i - L(e—X):i
p-a +1

Asi, sustituyendo en la ecuacién obtenemos:

L 1
oL +5E L by esiy) =P 5 2 aB)Ly) =P
p p+1 p+1 p+1
Luego L(y)= P

(p+1)(p* +5)

p

Para encontrar la funcion y(x) cuya transformada de Laplace sea —_—,
(P+D(p" +5)

descomponemos esta fracciéon como suma de fracciones simples

p __A +Mp+N:A(p2+5)+(Mp+N)(p+1)
(P+1(p*+5) p+1 p*+5 (p+1)(p* +5)

> p=AP*+5)+Mp+N)(p+2D =(A+Mp?+(M+N)p+N+5A

Igualamos coeficientes

0=A+M L 1
L=M+N 1 >A="7 M=E,N=%
0=N-+5A

TODO UM EQUIFO PARA
VALENCIA AYUDARTE A AFROBAR BURJASSOT

G/ RAMGN LLULL, 19 - Bauo * TEL: 96 339 25 49 TEL.:: 96 363 76 62 + O/ PASSEIS DE RAJOLAR, &



CENTRO DE ESTUDIDS UNIVERSITARIOS 4

ERASMUS

web

Asi, L(y):—1 1 +1 2p +E 21
6p+1l 6p°+5 6p°+5

Como sabemos que:
Le™)=——
p+1

NG

p® +5

a

L(sen(ax)) = —
p°+a

- — L(sen(+/5x)) =

L(cos(ax)) = 2p 5 —>L(cos(\/§x)): 2p
p°+a p°+5

Entonces la funcién que buscamos es:

NG

y(X) = —%e‘x +%cos(\/§x) + %sen(\/gx) , x>0.

Cuestion 3

La ecuacion
y(X) = cos(3x) + kj cos(x +t)y(t)dt
0
es una ecuacion de Fredholm con nucleo k(x,t)=cos(x+t)=cos(x)cos(t)-sen(x)sen(t).
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Usaremos para resolverla el método de los ndcleos degenerados (por serlo k(x,t)).
y(x) = cos(3x) + kj (cos(x)cos(t) —sen(x)sen(t))y(t)dt =
0

=C0oS(3x) + A cos(x)]z cos(t)y(t)dt — XSen(x)T sen(t)y(t)dt =
= c0s(3x) + AL cos(x) —BAsen(x)

donde:

A= jfcos(t)y(t)dt = jfcos(t)(cos(St) + Al cos(t) —BAsen(t))dt =

I cos(t)cos(3t)dt + Ak_[ cos?(t)dt — Bkj cos(t)sen(t)dt =
0 0 0

= %I(cos(m) +cos(2t))dt + %xI (1+cos(2t))dt — B}{ Senz 2 (t)} _

1 [sen(4t) . sen(2t)}“\+ A x{t . sen(2t)}n _Am o,

2| 4 2 |, 2 2 < G

Luego (1- L;)A =0

Por otra parte,

B= jsen(t)y(t)dt = j sen(t)(cos(3t) + AL cos(t) —BAsen(t))dt =
0 0

= _[ sen(t)cos(3t)dt + AL I sen(t)cos(t)dt —BA j sen?(t)dt =
0 0 0

_ 17 \ sen(t)|” B
=3 ! (sen(4t) sen(2t))dt+Ak[ 3 }

5 kjj (1-cos(2t))dt =

1 —cos(4t)+ cos(2t) \_Ex t_sen(Zt) :_MB
2| 4 2 2 2 2

0 0

. AT
Asi (1+—)B=0.
2
Por lo tanto tenemos los siguientes casos:

Si A =— —>A=0y B arbitrario, en este caso tenemos infinitas soluciones:
T

y(X) = cos(3x) — Esen(x) :
T
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Si A=———>B=0y A arbitrario, en este caso tenemos infinitas soluciones:
T

y(Xx) = cos(3x) —Z—Acos(x) .
T

. 2 2 . -
Si A#— Yy A#———>A=B=0, es este caso tenemos una Unica solucion:
T T

y(x) = cos(3x)

Problema
4 2
2xl: :zt_g' (e

X2

ux0)=e 2, xe%R

a—u(x,O) =0, Xxe®R
ot

Resolveremos el problema aplicando transformada de Fourier, transformada de
Fourier seno o transformada de Fourier coseno a la funcidén u respecto a una de las

variables.
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Como ambas variables estan definidas en todos los reales aplicaremos
transformada de Fourier normal.

Como las condiciones del problema vienen dadas para valores constantes de la
variable t, entonces aplicaremos transformada de Fourier respecto a la variable x.

Aplicando la transformada a ambos lados de la igualdad:

4 2
OX ot

Denotamos

Flu(x,t)] = j u(x,t)e "™ dx = v(o, t)

r

Por teoria:

FIf™ (x)] = (ic)"F[f] — F{g

} (ic)* Flu(x, t)] = a*v(a, t)

Como transformamos respecto a la variable x, la transformada conmuta con las
parciales respecto a la variable t, es decir:

F{a “} 9 A t)]—

atZ
Por lo tanto la ecuacién queda:

2
a’v(a,t) = aﬁt—;/(oc,t)

Como u(x,0) = e’x? — v(a,0) = F[u(x,0)] = F{ez} = e%

ou ov 0 ou
Como E(X,O) =0 — E(a,O) = aF[u(x,O)] = F[E(X,O)} =F[0] =

En la ecuacion solo aparecen derivadas respecto at, fijamos la variable o y
denotamos v _(t) =Vv(a,t), asi tenemos la ecuacion:

a’v,()=v ") = v,"{t)-a’v, (1)=0

qgue es una ecuacion diferencial ordinaria de orden 2 lineal, homogéneay de
coeficientes constantes.

La ecuacién caracteristica asociadaes r> —a* =0
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Si =0 — r=0doble — el conjunto fundamental de soluciones es {1, t} y la
solucién general de la ecuacion es
v, (t)=A,+Bt

Si a0 — r=+o0’raices reales simples — el conjunto fundamental de soluciones
es {e"‘z‘, e’“zt} y la solucion general de la ecuacion es

2 2
v, (t)=A,e“" +B,e™"
Si variamos ahora o obtenemos:

A,(0)+B,(0), sia=0
V((X,t) - o’t —a?t H
A,(a)e” +B,(a)e™ ", sia#0

Aplicamos las condiciones que tenemos sobre la funcion v(a,t)

o Al(o) =1
v(a,0)=e 2 — o2
A,(0)+B,(a)=e 2

B,(0), sia=0
Como a—v(oc,t): 1(0) 2 2 .
ot oA, (a)e”" —a’B,(a)e ™", sia =0

Tenemos

B,(0)=0
Q(OL,O) =0-> i
ot

a’A,(a)-a’B,(a)=0— A,(a) =B, (a) = %e 2

Asi finalmente

1 y Si(X=0 2

Viot) =149 ) =e 2 cosh(a?t), Vo eR
+e™ "), sia=0

Para obtener la solucién u(x,t) del problema original simplemente aplicaremos
transformada inversa de Fourier a v(a,t), obtenemos:

U(X,t) = i Jv(a’t)eiaxda — i J‘ei7 Cosh(GZt)eiaxda

V2n Vr -,
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Fuente: enunciados correspondientes a examenes de diferentes afios de la
Universidad Politécnica de Valencia.
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