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EXAMEN AMPLIACION DE MATEMATICAS

Ingenieria Técnica Industrial (Quimica)
1. Dada la ecuacion diferencial
"=y =FQ)
(a) Resolver y"' —y" = 0.

(b) Escribir la solucion general que corresponde a los distintos valores de F(x), sin
calcular los coeficientes de la solucion particular:

bl. F(x) = xe* + sin 2x.

b2. F(x) = x + 3e*.

2. Clasificar y realizar el cambio adecuado, indicando la ecuacion en que se
transforma (no resolver la ecuacion obtenida).

(@) y = —xy' + sin(y).
(b) (x + y)dx + (3x + y)dy = 0.

3. Resolver mediante la transformada de Laplace el problema de valor inicial:

y'=2y"+3y=9 y(0)=0 y'(0)=0

4. (a) Transformar mediante un cambio de variable la ecuacion diferencial
xy" +2y' =x
en una de coeficientes constantes.

(b) Resolver la ecuaciéon diferencial de coeficientes constantes obtenida en el
apartado anterior.

(c) Resolver por otro método la ecuacion diferencial:
xy" +2y' =x
5. Resolver la ecuacién diferencial:

y' =2y —xy‘e”
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RESOLUCION
1. Dada la ecuacion diferencial

y'"—=y" =F(x)
(a) Resolver y"' —y"” = 0.
Solucién.-
Planteamos la ecuacidn caracteristica:

r—r2=0or’r—-1)=0

Tenemos dos soluciones: r = 0 (doble) y r = 1 (simple). La solucién general de la
ecuacién diferencial viene dada por:

y(x) = C; + Cx + Cze*

(b) Escribir la solucion general que corresponde a los distintos valores de F(x), sin
calcular los coeficientes de la solucion particular:

bl. F(x) = xe* + sin 2x.
Solucién.-

La solucion general de la ecuacién diferencial completa viene dada por la suma
de la solucién general de la ecuacion homogénea (calculada en el apartado (a)) y
una solucion particular de la completa, que serd de la forma:

yp(x) = (Ax + B)e* + C cos(2x) + D sin(2x)

Los coeficientes A,B,CyD se determinarian utilizando el método de los
coeficientes indeterminados, i.e., sustituyendo en la ecuacion diferencial. La
solucion general de la ecuacién diferencial viene dada por:

y(x) =C; + C,x + C3e* + (Ax + B)e* + Ccos(2x) + D sin(2x)
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b2. F(x) = x + 3e*.
Solucién.-

La solucion general de la ecuacién diferencial completa viene dada por la suma
de la solucién general de la ecuacion homogénea (calculada en el apartado (a)) y
una solucion particular de la completa, que serd de la forma:

yp(x) = x?(Ax + B) + Ce*

Los coeficientes A,B,y C se determinarian utilizando el método de los
coeficientes indeterminados, i.e., sustituyendo en la ecuacién diferencial. La
solucion general de la ecuacién diferencial viene dada por:

y(x) = C; + Cyx + C3e* + x?(Ax + B) + Ce*

2. Clasificar y realizar el cambio adecuado, indicando la ecuacion en que se
transforma (no resolver la ecuacion obtenida).

(@) y = —xy' + sin(y").
Solucién.-

Se trata de una ecuacién diferencial de primer orden no lineal en la derivada
resoluble en y. Haremos el cambio p = y'. Derivamos la ecuacién respecto x:

y' =-y —xy" +cos(y)y"
Como p =y’ se tiene:
p=-p—xp' +cos(p)p’

de donde

que es lineal en p'.
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(b) (x + y)dx + (3x + y)dy = 0.
Solucién.-

Se trata de una ecuacién diferencial de primer orden homogénea puesto que las
funciones A(x,y) =-x—y y B(x,y) =3x+y son funciones homogéneas de

grado 1.
Y
— — —-1-=
dy: x y(_)y,: P
dx 3x+y 3+¥

Hacemos el cambio t = % y entonces y = tx de donde y' = t'x + t. Asi

) -1-t —-1-t , t>+ 4t +1
tx+t= o tx = —toetx=——m—
3+t 3+t 3+t

transformando la ecuacién en una ecuacién de variables separables:

34+t dt = ld
rat+1) -7 xH

3. Resolver mediante la transformada de Laplace el problema de valor inicial:
y'=2y'+3y=9 y(0)=0 y'(0)=0
Solucion.-
Aplicamos la transformada a la ecuacién diferencial:
L{y"} = 2L{y'} + 3L{y} = 9L{1}
Ahora bien,
L{y"} = s?L{y} — sy(0) — y'(0) = s*L{y}
L{y'} = sL{y} — y(0) = sL{y}

Por tanto,

9
s?L{y} — 2sL{y} + 3L{y} = 5

de donde se tiene
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9
(s> =25+ 3)L{y} = S L=

s(s?2 —2s+3)
y por tanto
9
y=£7 {s(s2 — 25+ 3)}
Calculamos la transformada inversa, descomponiendo S(SZ_’#H) en suma de
fracciones simples:
9 A Ms+ N A(s> —25s+3)+ (Ms+ N)s
5(52—25+3):§+52—25+3: s(s?2 —2s+3)
Sis=0
9=34-A=3
Sis=1
9=6+M+N->3=M+N
Sis=-1

9=18+M—-N—-> -9=M-N
dedonde M = -3 y N =6.

Ahora bien

) o B
5(52_25+3)_ S s2 —25+3
Calculamos cada transformada inversa:
1
e
S
-1 s—2 } —1{ s—2 } t 1 t o
I _s—2 3_ s L >
‘ {SZ —25+3)F G-12+2) ° cos(v2t) 2 sin(V2t)

Luego la solucién al PVT es:

y(t) = 3 —3efcos(V2t) + %et sin(V2t)
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4. (a) Transformar mediante un cambio de variable la ecuacion diferencial
xy" +2y' =x

en una de coeficientes constantes.

Solucion.-

Multiplicamos la ecuacion por x:
x%y" + 2x = x?

Hacemos el cambio x = et de donde t = In(x). Entonces:

dy dy dt dy 1 dy

Yax T Yar ax T YA x T dr

@)l ) B Al

dxz Fde\de) T Y dx\de dx) ” Fax\ac) T ar Yac\dx) T de
3 d(dy dt) dy d*’y dy
~ Y \ar dx) " dc . drdt

Luego, la ecuacion se transforma en

d?y dy o
at Tar ¢

que es de coeficientes constantes.

(b) Resolver la ecuaciéon diferencial de coeficientes constantes obtenida en el
apartado anterior.

Solucién.-

En primer lugar resolvemos la ecuacion homogénea asociada. La ecuacién
caracteristica de esta ecuacion diferencial viene dada por r*+r=0¢e
r(r+ 1) = 0 cuyas soluciones son r =0, r = —1, ambas simples. Asi la solucion
general de la ecuacion homogénea es

yu() =C; + Cze_t

Buscamos una solucién particular de la ecuacién completa de la forma yp(t) =
Ae?', Buscamos A para que y;(t) sea solucion de la ecuacién completa. Notemos
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2
que %yp(t) = 24e* y %yp(t) = 4Ae*". Sustituyendo en la ecuacion diferencial

tenemos que:

1
4AeZt+2AeZt=eZt—>6A=1—>A=g

Luego, la solucion general de la ecuacion completa viene dada por:
1
y(t) =C, + Cet + geZt

Nota: Si deshacemos el cambio x = e! obtenemos la solucién de la ecuacién
diferencial del apartado (a):

) =C +C Ll
YA =01 Cp T X

(c) Resolver por otro método la ecuacion diferencial:
xy" +2y' =x
Solucidn.-
Hacemos el cambio t = y’, entonces:
xt'+ 2t =x

Dividiendo la ecuacidn por x obtenemos la ecuacion lineal:
, 2
t'+-t=1
X
2
Multiplicamos la ecuacién por e/x% = g2inx = glnx® = 2
x%t' + 2xt = x? o [x%t] = x?
de donde
3
X
x? =fx2dx=—+C1

Asi,
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5. Resolver la ecuacion diferencial:

Solucidn.-

y' =2y —xy’e”

Se trata de una ecuacion de Bernoulli:

y' -2y = —xy’e”

Dividimos la ecuacién por y?:

! 1
y—z —2—=—xe*
y y
Hacemos el cambio ¢t = = de donde t' = ——y'. As,
y y?

—t' — 2t = —xe* o t' + 2t = xe”*

obteniendo una ecuacién lineal de primer orden. Multiplicamos ésta dltima por

el2dx — g2x

Integrando,

C/ RAMON LLULL, 19 - Bago

e?*t’ + 2e?*t = xe3* o [e?*t] = xe3*

et = fxe3xdx
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Resolvemos la integral por partes haciendou =x > du=dxy dv=e¥dx »v =

Le3x,
3
1 1 1 1
e?*t = §xe3x —§f e3%dx = §xe3x —693’“ +C
de donde
t= lxex —lex + Ce 2%
3 9

Deshaciendo el cambio obtenemos que

9
YO) = Gy Der y9ce =

Fuente: Enunciados correspondientes a distintos examenes de la Universidad
Politécnica de Valencia.
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