
  

 

 EXAMEN AMPLIACIÓN DE MATEMÁTICAS 

Ingeniería Técnica Industrial (Química) 

1. Dada la ecuación diferencial 

ᇱᇱᇱݕ െ ᇱᇱݕ ൌ  ሻݔሺܨ

(a) Resolver ݕᇱᇱᇱ െ ᇱᇱݕ ൌ 0. 

(b) Escribir la solución general que corresponde a los distintos valores de ܨሺݔሻ, sin 
calcular los coeficientes de la solución particular: 

b1. ܨሺݔሻ ൌ ௫݁ݔ ൅ sin  .ݔ2

b2. ܨሺݔሻ ൌ ݔ ൅ 3݁௫. 

 

2. Clasificar y realizar el cambio adecuado, indicando la ecuación en que se 
transforma (no resolver la ecuación obtenida). 

(a) ݕ ൌ െݕݔᇱ ൅ sinሺݕԢሻ. 

(b) ሺݔ ൅ ݔሻ݀ݕ ൅ ሺ3ݔ ൅ ݕሻ݀ݕ ൌ 0. 

 

3. Resolver mediante la transformada de Laplace el problema de valor inicial: 

ᇱᇱݕ െ ᇱݕ2 ൅ ݕ3 ൌ ሺ0ሻݕ      9 ൌ ᇱሺ0ሻݕ    0 ൌ 0 

 

4. (a) Transformar mediante un cambio de variable la ecuación diferencial 

ᇱᇱݕݔ ൅ ᇱݕ2 ൌ  ݔ

en una de coeficientes constantes. 

(b) Resolver la ecuación diferencial de coeficientes constantes obtenida en el 
apartado anterior. 

(c) Resolver por otro método la ecuación diferencial: 

ᇱᇱݕݔ ൅ ᇱݕ2 ൌ  ݔ

5. Resolver la ecuación diferencial: 

ᇱݕ ൌ ݕ2 െ  ଶ݁௫ݕݔ



  

 

RESOLUCIÓN 

1. Dada la ecuación diferencial 

ᇱᇱᇱݕ െ ᇱᇱݕ ൌ  ሻݔሺܨ

(a) Resolver ݕᇱᇱᇱ െ ᇱᇱݕ ൌ 0. 

Solución.-  

Planteamos la ecuación característica: 

ଷݎ െ ଶݎ ൌ 0 ՞ ݎଶሺݎ െ 1ሻ ൌ 0 

Tenemos dos soluciones: ݎ ൌ 0 (doble) y ݎ ൌ 1 (simple). La solución general de la 
ecuación diferencial viene dada por: 

ሻݔሺݕ ൌ ଵܥ ൅ ݔଶܥ ൅  ଷ݁௫ܥ

 

(b) Escribir la solución general que corresponde a los distintos valores de ܨሺݔሻ, sin 
calcular los coeficientes de la solución particular: 

b1. ܨሺݔሻ ൌ ௫݁ݔ ൅ sin  .ݔ2

Solución.-  

La solución general de la ecuación diferencial completa viene dada por la suma 
de la solución general de la ecuación homogénea (calculada en el apartado (a)) y 
una solución particular de la completa, que será de la forma: 

ሻݔ௉ሺݕ ൌ ሺݔܣ ൅ ሻ݁௫ܤ ൅ ܥ cosሺ2ݔሻ ൅ ܦ  sinሺ2ݔሻ 

Los coeficientes ܣ, ,ܤ  se determinarían utilizando el método de los ܦ ݕ ܥ
coeficientes indeterminados, i.e., sustituyendo en la ecuación diferencial. La 
solución general de la ecuación diferencial viene dada por: 

ሻݔሺݕ ൌ ଵܥ ൅ ݔଶܥ ൅ ଷ݁௫ܥ ൅ ሺݔܣ ൅ ሻ݁௫ܤ ൅ ݋ܿܥ ሻݔሺ2ݏ ൅ ݅ݏ ܦ  ݊ሺ2ݔሻ 

 

 

 

 



  

 

 

b2. ܨሺݔሻ ൌ ݔ ൅ 3݁௫. 

Solución.-  

La solución general de la ecuación diferencial completa viene dada por la suma 
de la solución general de la ecuación homogénea (calculada en el apartado (a)) y 
una solución particular de la completa, que será de la forma: 

ሻݔ௉ሺݕ ൌ ݔܣଶሺݔ ൅ ሻܤ ൅  ௫݁ܥ

Los coeficientes ܣ, ,ܤ  se determinarían utilizando el método de los ܥ ݕ
coeficientes indeterminados, i.e., sustituyendo en la ecuación diferencial. La 
solución general de la ecuación diferencial viene dada por: 

ሻݔሺݕ ൌ ଵܥ ൅ ݔଶܥ ൅ ଷ݁௫ܥ ൅ ݔܣଶሺݔ ൅ ሻܤ ൅  ௫݁ܥ

 

2. Clasificar y realizar el cambio adecuado, indicando la ecuación en que se 
transforma (no resolver la ecuación obtenida). 

(a) ݕ ൌ െݕݔᇱ ൅ sinሺݕԢሻ. 

Solución.-  

Se trata de una ecuación diferencial de primer orden no lineal en la derivada 
resoluble en ݕ. Haremos el cambio ݌ ൌ  :Ԣ. Derivamos la ecuación respecto xݕ

ᇱݕ ൌ െݕᇱ െ ᇱᇱݕݔ ൅ cosሺݕᇱሻ  ԢԢݕ

Como ݌ ൌ  :Ԣ se tieneݕ

݌ ൌ െ݌ െ ᇱ݌ݔ ൅ cosሺ݌ሻ  Ԣ݌

de donde  

ᇱ݌ ൌ
݌2

݋ܿ ݏ ݌ െ    ݔ

que es lineal en p’. 

 

 



  

 

(b) ሺݔ ൅ ݔሻ݀ݕ ൅ ሺ3ݔ ൅ ݕሻ݀ݕ ൌ 0. 

Solución.-  

Se trata de una ecuación diferencial de primer orden homogénea puesto que las 
funciones ܣሺݔ, ሻݕ ൌ െݔ െ ,ݔሺܤ y ݕ ሻݕ ൌ ݔ3 ൅  son funciones homogéneas de ݕ
grado 1.  

ݕ݀
ݔ݀ ൌ

െݔ െ ݕ
ݔ3 ൅ ݕ ՞ ᇱݕ ൌ

െ1 െ ݕ
ݔ

3 ൅ ݕ
ݔ

 

Hacemos el cambio ݐ ൌ ௬
௫
 y entonces ݕ ൌ ᇱݕ de donde ݔݐ ൌ ݔᇱݐ ൅  Así .ݐ

ݔᇱݐ ൅ ݐ ൌ
െ1 െ ݐ
3 ൅ ݐ ՞ ݔᇱݐ ൌ

െ1 െ ݐ
3 ൅ ݐ െ ݐ ՞ ݔᇱݐ ൌ െ

ଶݐ ൅ ݐ4 ൅ 1
3 ൅ ݐ  

transformando la ecuación en una ecuación de variables separables: 

3 ൅ ݐ
ሺݐଶ ൅ ݐ4 ൅ 1ሻ ݐ݀ ൌ െ

1
ݔ  ݔ݀

 

3. Resolver mediante la transformada de Laplace el problema de valor inicial: 

ᇱᇱݕ െ ᇱݕ2 ൅ ݕ3 ൌ ሺ0ሻݕ      9 ൌ ᇱሺ0ሻݕ    0 ൌ 0 

Solución.-  

Aplicamos la transformada a la ecuación diferencial: 

ࣦሼݕᇱᇱሽ െ 2ࣦሼݕᇱሽ ൅ 3ࣦሼݕሽ ൌ 9ࣦሼ1ሽ 

Ahora bien, 

ࣦሼݕᇱᇱሽ ൌ ሽݕଶࣦሼݏ െ ሺ0ሻݕݏ െ ᇱሺ0ሻݕ ൌ  ሽݕଶࣦሼݏ

ࣦሼݕᇱሽ ൌ ሽݕሼࣦݏ െ ሺ0ሻݕ ൌ                          ሽݕሼࣦݏ

Por tanto, 

ሽݕଶࣦሼݏ െ ሽݕሼࣦݏ2 ൅ 3ࣦሼݕሽ ൌ
9
 ݏ

de donde se tiene 



  

 

ሺݏଶ െ ݏ2 ൅ 3ሻࣦሼݕሽ ൌ
9
ݏ ՜  ࣦሼݕሽ ൌ

9
ଶݏሺݏ െ ݏ2 ൅ 3ሻ 

y por tanto  

ݕ ൌ ࣦିଵ ൜
9

ଶݏሺݏ െ ݏ2 ൅ 3ሻൠ 

Calculamos la transformada inversa, descomponiendo ଽ
௦ሺ௦మିଶ௦ାଷሻ en suma de 

fracciones simples: 

9
ଶݏሺݏ െ ݏ2 ൅ 3ሻ ൌ

ܣ
ݏ ൅

ݏܯ ൅ ܰ
ଶݏ െ ݏ2 ൅ 3 ൌ

ଶݏሺܣ െ ݏ2 ൅ 3ሻ ൅ ሺݏܯ ൅ ܰሻݏ
ଶݏሺݏ െ ݏ2 ൅ 3ሻ  

Si ݏ ൌ 0 

9 ൌ ܣ3 ՜ ܣ ൌ 3 

Si ݏ ൌ 1 

9 ൌ 6 ൅ ܯ ൅ ܰ ՜ 3 ൌ ܯ ൅ ܰ 

Si ݏ ൌ െ1  

9 ൌ 18 ൅ ܯ െ ܰ ՜  െ9 ൌ ܯ െ ܰ 

de donde ܯ ൌ െ3  y ܰ ൌ 6. 

Ahora bien 

ࣦିଵ ൜
9

ଶݏሺݏ െ ݏ2 ൅ 3ሻൠ ൌ 3ࣦିଵ ൜
1
ൠݏ െ 3ࣦିଵ ൜

ݏ െ 2
ଶݏ െ ݏ2 ൅ 3ൠ 

Calculamos cada transformada inversa: 

ࣦିଵ ൜
1
ൠݏ ൌ 1. 

ࣦିଵ ൜
ݏ െ 2

ଶݏ െ ݏ2 ൅ 3ൠ ൌ ࣦିଵ ൜
ݏ െ 2

ሺݏ െ 1ሻଶ ൅ 2ൠ ൌ ݁௧ cos൫√2ݐ൯ െ
1

√2
݁௧ sinሺ√2ݐሻ 

Luego la solución al PVI es: 

ሻݐሺݕ ൌ  3 െ 3݁௧ cos൫√2ݐ൯ ൅
3

√2
݁௧ sinሺ√2ݐሻ 

 



  

 

 

4. (a) Transformar mediante un cambio de variable la ecuación diferencial 

ᇱᇱݕݔ ൅ ᇱݕ2 ൌ  ݔ

en una de coeficientes constantes. 

Solución.-  

Multiplicamos la ecuación por ݔ: 

ᇱᇱݕଶݔ ൅ ݔ2 ൌ  ଶݔ

Hacemos el cambio ݔ ൌ ݁௧ de donde ݐ ൌ lnሺݔሻ. Entonces: 

ݔ
ݕ݀
ݔ݀ ൌ ݔ

ݕ݀
ݐ݀ ൉

ݐ݀
ݔ݀ ൌ ݔ

ݕ݀
ݐ݀ ൉

1
ݔ ൌ

ݕ݀
ݐ݀  

ଶݔ ݀ଶݕ
ଶݔ݀ ൌ ଶݔ ݀

ݔ݀ ൬
ݕ݀
൰ݔ݀ ൌ ଶݔ ݀

ݔ݀ ൬
ݕ݀
ݐ݀ ൉

ݐ݀
൰ݔ݀ ൌ ݔ

݀
ݔ݀ ൬

ݕ݀
൰ݐ݀ െ

ݕ݀
ݐ݀ ൌ ݔ

݀
ݐ݀ ൬

ݕ݀
൰ݔ݀ െ

ݕ݀
ݐ݀

ൌ ݔ
݀
ݐ݀ ൬

ݕ݀
ݐ݀ ൉

ݐ݀
൰ݔ݀ െ

ݕ݀
ݐ݀ ൌ

݀ଶݕ
ݐ݀ െ

ݕ݀
ݐ݀ .  

Luego, la ecuación se transforma en 

݀ଶݕ
ݐ݀ ൅

ݕ݀
ݐ݀ ൌ ݁ଶ௧ 

que es de coeficientes constantes.  

 

(b) Resolver la ecuación diferencial de coeficientes constantes obtenida en el 
apartado anterior. 

Solución.-  

En primer lugar resolvemos la ecuación homogénea asociada. La ecuación 
característica de esta ecuación diferencial viene dada por ݎଶ ൅ ݎ ൌ 0 ՞
ݎሺݎ ൅ 1ሻ ൌ 0 cuyas soluciones son ݎ ൌ 0, ݎ ൌ െ1, ambas simples. Así la solución 
general de la ecuación homogénea es  

ሻݐுሺݕ ൌ ଵܥ ൅  ଶ݁ି௧ܥ

Buscamos una solución particular de la ecuación completa de la forma ݕ௉ሺݐሻ ൌ
 ሻ sea solución de la ecuación completa. Notemosݐ௉ሺݕ ଶ௧. Buscamos A para que݁ܣ



  

 

que ௗ
ௗ௧

ሻݐ௉ሺݕ ൌ ଶ௧ y ௗమ݁ܣ2

ௗ௧మ ሻݐ௉ሺݕ ൌ  ଶ௧. Sustituyendo en la ecuación diferencial݁ܣ4

tenemos que: 

ଶ௧݁ܣ4 ൅ ଶ௧݁ܣ2 ൌ ݁ଶ௧ ՜ ܣ6 ൌ 1 ՜ ܣ ൌ
1
6 

 

Luego, la solución general de la ecuación completa viene dada por: 

ሻݐሺݕ ൌ ଵܥ ൅ ଶ݁ି௧ܥ ൅
1
6 ݁ଶ௧ 

Nota: Si deshacemos el cambio ݔ ൌ ݁௧ obtenemos la solución de la ecuación 
diferencial del apartado (a): 

ሻݐሺݕ ൌ ଵܥ ൅ ଶܥ
1
ݔ ൅

1
6  ଶݔ

 

(c) Resolver por otro método la ecuación diferencial: 

ᇱᇱݕݔ ൅ ᇱݕ2 ൌ  ݔ

Solución.-  

Hacemos el cambio ݐ ൌ  :ᇱ, entoncesݕ

ᇱݐݔ ൅ ݐ2 ൌ  ݔ

Dividiendo la ecuación por ݔ obtenemos la ecuación lineal: 

ᇱݐ ൅
2
ݔ ݐ ൌ 1 

Multiplicamos la ecuación por ݁׬మ
ೣௗ௫ ൌ ݁ଶ௟௡௫ ൌ ݁୪୬ ௫మ ൌ  ଶݔ

ᇱݐଶݔ ൅ ݐݔ2 ൌ ଶݔ ՞ ሾݔଶݐሿᇱ ൌ  ଶݔ

de donde 

ݐଶݔ ൌ න ݔଶ݀ݔ ൌ
ଷݔ

3 ൅  ଵܥ

Así,  



  

 

ݐ ൌ
ݔ
3 ൅

ଵܥ

 ଶݔ

Deshaciendo el cambio tenemos: 

ݕ ൌ න
ݔ
3 ൅

ଵܥ

ଶݔ ݔ݀ ൌ
ଶݔ

6 െ
ଵܥ

ݔ ൅  ଶܥ

Luego, 

ሻݔሺݕ ൌ
ଶݔ

6 െ
ଵܥ

ݔ ൅  ଶܥ

 

5. Resolver la ecuación diferencial: 

ᇱݕ ൌ ݕ2 െ  ଶ݁௫ݕݔ

 

Solución.-  

Se trata de una ecuación de Bernoulli: 

ᇱݕ െ ݕ2 ൌ െݕݔଶ݁௫ 

Dividimos la ecuación por ݕଶ: 

ᇱݕ

ଶݕ െ 2
1
ݕ ൌ െ݁ݔ௫ 

Hacemos el cambio ݐ ൌ ଵ
௬
 de donde ݐᇱ ൌ െ ଵ

௬మ  ,Ԣ. Asíݕ

െݐᇱ െ ݐ2 ൌ െ݁ݔ௫ ՞ ᇱݐ ൅ ݐ2 ൌ  ௫݁ݔ

obteniendo una ecuación lineal de primer orden. Multiplicamos ésta última por 
׬݁ ଶௗ௫ ൌ ݁ଶ௫ 

݁ଶ௫ݐᇱ ൅ 2݁ଶ௫ݐ ൌ ଷ௫݁ݔ ՞ ሾ݁ଶ௫ݐሿᇱ ൌ  ଷ௫݁ݔ

Integrando, 

݁ଶ௫ݐ ൌ න  ݔଷ௫݀݁ݔ



  

 

Resolvemos la integral por partes haciendo ݑ ൌ ݔ ՜ ݑ݀ ൌ ݒ݀ y ݔ݀ ൌ ݁ଷ௫݀ݔ ՜ ݒ ൌ
ଵ
ଷ

݁ଷ௫. 

݁ଶ௫ݐ ൌ
1
3 ଷ௫݁ݔ െ

1
3 න ݁ଷ௫݀ݔ ൌ

1
3 ଷ௫݁ݔ െ

1
9 ݁ଷ௫ ൅  ܥ

de donde 

ݐ ൌ
1
3 ௫݁ݔ െ

1
9 ݁௫ ൅  ଶ௫ି݁ܥ

Deshaciendo el cambio obtenemos que  

ሻݔሺݕ ൌ
9

ሺ3ݔ െ 1ሻ݁௫ ൅  ଶ௫ି݁ܥ9

 

Fuente: Enunciados correspondientes a distintos exámenes de la Universidad 
Politécnica de Valencia. 

 


