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EXAMEN ALGEBRA Il
INGENIERIA INDUSTRIAL

PROBLEMAS CORTOS

(P1.1) Sean Ty S endomorfismos sobre C? definidos por T(1,0)=(1,-2), T(0,1)=(i,-
1)y S(x,y) = (x,3x+(2+3i)y) 0(x,y) OC?.Calcula el endomorfismo (2T +(5-2i)S)".

(P1.2) (a) Ajusta una pardbola de la forma y=ax”+bx a la nube de puntos
{(0),(2,-2),(1,-3)}.Si ajustamos una recta a los puntos anteriores, el error

f: 25 - . .
cuadratico es 5 Justifica que curva se aproxima mejor.

AOM A*=0

(b) Sea nxn(K)tal que no . Prueba que 2p0(A) <n.
(P1.3) Reduce y clasifica la siguiente cuadrica, especificando las transformaciones

gue realices:

—2xy—2xz—2yz+2x+2y+22—g =0
2 0 O
(P1.4) (a) Considerala matriz A=|0 3 -1|. Prueba que A es definida positiva y
0 -1 3

calcula la factorizacion de Cholevski de A.
(b) Si B=A*-2A+E,, calcula los autovalores de B.

TODO UM EQUIPO PARA
VALENCIA AYUDARTE A AFROBAR BurRJASSOT
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PROBLEMA LARGO

(P2) Considera la matriz

5 4 3 0
ac|7L 0 -3 0 ©)
11 -2 1 0 axd

O 0 0 -2

(a) Calcula el polinomio caracteristico de A, sus valores propios y la multiplicidad
algebraica y geométrica de cada valor propio.

(b) ¢Es A una matriz diagonalizable? Justifica tu respuesta.

(c) Calcula la forma canonica de Jordan de la matriz A, J, , y una matriz P no
singular tal que A=PJ,P™.

(d) Obtén la forma canonica de Jordan de la matriz compafera asociada al
polinomio caracteristico de A, A.. ¢Son Ay A. similares?

TODO UM EQUIPO PARA
VALENCIA AYUDARTE A AFROBAR BurRJASSOT
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PROBLEMAS CORTOS

(P1.1) Sean Ty S endomorfismos sobre C? definidos por T(1,0)=(1,-2), T(0,1)=(i,-
1)y S(x,y) = (x,3x+(2+3i)y) O(x,y) OC?. Calcula el endomorfismo (2T +(5-2i)S)".

Solucién:

Aplicando las propiedades del endomorfismo adjunto tenemos que:
(2T +(5-2i)S)" =(2T)" +((5-2)S) = 2T +(5-2)S" = 2T  +(5+2i)S’

Calculemos, en primer lugar, T'. Para ello consideremos B = {(1,0),(0,1)} base

ortonormal de C?. Asi,

= (5, f)=T=(], 7))

y por lo tanto,

ren =4 22()= -2 -ix-y)

Ahora, calculemos S'.

Por lo tanto,

SN = 5 4)G) =G +33.@=309)

Finalmente,
QRT+G-20)8)" =2(x—2y,—ix—y)+ 5+ 2))(x +3y,(2 - 3i)y)
= (2x — 4y, —2ix — 2y) + ((5 + 20)x + (15 + 61)y, (16 — 11i)y)
= (2x — 4y + 5x + 2ix + 15y + 61y, —2ix — 2y + 16y — 11iy)
=((7+20)x+ (11 + 60)y, —2ix + (14 — 11i)y)
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(P1.2)

(@) Ajusta una pardbola de la forma y=ax’+bx a la nube de puntos
{(01),(2,-2),(1,-3)}.Si ajustamos una recta a los puntos anteriores, el error

- 25 . . .
cuadratico es F Justifica qgue curva se aproxima mejor.

Solucion:
Queremos ajustar una pardbola de la forma y=ax®+bx a la nube de puntos
{(0),(2,-2),(1,-3)}.Para ello planteamos el sistema de ecuaciones:

1=a-0%+b-0
—2=a-22+b-2
—3=qa-12+b-1

[+ 2)=(2)

Claramente p(A) =2 # 3 =p(A|b). Por tanto el sistema es incompatible.
Formulamos las ecuaciones normales del sistema:

o0 en forma matricial Ax=Db,

0 0 1
5300 2)0-6 3 0(=)
Operando, obtenemos el sistema
(5 2G)=(3)
9 5 -7
Lo resolvemos por Cramer:
| 11 9 17 -11
=2 b= 7120 _ 4

179| Z‘ _|179|_4
Luego, la parabola pedida es

y = 2x? — 5x

Calculemos el error cuadratico cometido,

SINEHE B

25 2 . .
Como 1< - la parabola se aproxima mejor.

|Ib — Ax,||” = -1

-G -l

TODO UM EQUIPO PARA
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(b) Sea AeM,,.,(K) tal que 4% = 0,,,,,. Prueba que 20(A) < n.
Solucion:
Utilizando el tercer teorema del rango tenemos:
0=p(0pyn) = p(A4?) = p(A-A) 2 p(A) + p(4A) —n
Por lo tanto,

2p(A) <n

(P1.3) Reduce y clasifica la siguiente cuadrica, especificando las transformaciones
gue realices:

—2Xy —2X2—-2yz+2x+2y+2z2—-—=0

N | on

Solucién:

Escribimos la cuadrica en forma matricial:

0 -1 -1\ /x X 5
x Yy Z)(—l 0 —1><y>+(2 2 2)<y>—§=0
-1 -1 0 Z z

0O -1 -1
Diagonalicemos la matriz A = (—1 0 —1) respecto una base ortonormal de
-1 -1 0

autovectores. Para ello calculamos el polinomio caracteristico de A:

-1 -1 -1 —A1-2 —-1-2 —-1-2
dy(A)=|-1 -1 -1|=F+F+F)=| -1 -1 -1
-1 -1 -4 -1 -1 -1
1 1 1 1 0 0
=(-1-2)[-1 -2 -1|=C-1DA+2)|-1 -21+1 0
-1 -1 -2 -1 0 -1+1

=(-DA+2)(—2+ 1) =(-1)*QA+2)(1 - 1)?
El espectro de A es g(4) = {—2,1,1}. Calculemos ahora los autovectores.

2 -1 -1\ /x 0
(—1 2 —1) <y> = (0)} = L{(1,1,1)}
-1 -1 2 z 0

S ,=N(A+2E)= {(x, y,z)eR3

= L{(=,—=
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S;=N(A—-E) = {(x,y, z)eR3

-1 -1 -1\ /x 0
<—1 -1 —1> (y) = (0)} = £{(-1,1,0),(—1,0,1)}
-1 -1 -1/ ‘z 0

Los autovectores del subespacio propio asociado al autovalor 1 no son
ortogonales. Aplicamos, pues, Gram-Schmidt:

v; = (—1,1,0)
< (-1,01)|(-1,1,0) >
< (-1,1,0)|](—-1,1,0) >

1
UZ = (_110!1) - (_11110) = (_11011) - E(_llllo)

1 1
=z
Como ||vyl| =v2 y |lval| =\/§ , tenemos:

1 1 1 1 2
s=t(-559 (% %%)
Luego A=PDP', donde:
-2 .0 0 13 -1/V2 -1/V6
D=<O 1 o) P=|1/N3 1/N2 -1/V/6
0 01 13 0 2/V6

X X
Hacemos el cambio (y) =P <y> entonces queda la ecuacion de la cuadrica:

A VA
-2 0 0 X' 6 X' 5
x y zhl 0o 1 ofly +(— 0 0) y|—==0
0 0 1/ \7 V3 VA 2
esto es,
} ; . 6 5
—2x2+y? 4z +—=x—==0

Completamos cuadrados:

—2x? +%x = -2 (x'z —j—gx) = -2 (x'z —%x + (2%)2) +§

Hacemos el cambio:

" . 3
X =x ———

(
V3
i y y'
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Luego,
n2 n2 "
—2x +y +z°=1

La forma reducida de la cuadrica es:

x2

&)

que corresponde a un hiperboloide de una hoja.

+y?+z2=1

2 0 O
(P1.4) (a) Considerala matriz A=|0 3 -1|. Prueba que A es definida positiva y
0 -1 3

calcula la factorizacion de Cholevski de A.

Solucién:
Calculamos los autovalores de A:

2-21 0 0
0 3-12 -1
0 -1 3-1

=(-D*1-2@A-501-1)

da(D) = -e-nf7t Th=e-nwr-61+9)

3

Como todos los valores propios son positivos, A es definida positiva.
Calculemos la factorizacién LDU de A:

2 0 O0\m+r/2 0 O

0 3 —-1|—5(0 3 -1|=0

0 -1 3 0 0 8/3

Ahora,
A =LDU

1 0 0 2 0 0 10 0
L:<0 1 0) D=<O 3 0) U=<O 1 —1/3)
0 -1/3 1 0 0 8/3 00 1

donde

TODO UM EQUIPO PARA
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Notemos que U = LT. Asi, A = LDLT y

(1) (1) 8 V2 0 0 \(Z o o\ 0
A= 1 0 V3 0 o V3 o |Jlo 1 -3
0 =3 1/Xo o 4/6/\0 0 4/6/\y o 1
Luego,
1 0 0 /\/E 0 0\ /\/E 0 0\
[0 1 o)fo V3 o0}|_{o0 V3 o0
o 0 . 1/lo o ol 0 —v3/3 *
3 Ve S
y la factorizacién de Cholevski queda:
A=AN

(b) Si B=A*-2A+E,,, calcula los autovalores de B.

Solucién:

Consideremos f(1) =12 —-21+1. Notemos que f(4) =B. Como los valores
propios de A son 2, 1, 5, aplicando el teorema de los espectros de Frobenius

a(B) ={f(2),f(1),f(5)} = {1,0,16}

TODO UM EQUIPO PARA
VALENCIA AYUDARTE A AFROBAR BurRJASSOT
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PROBLEMA LARGO

(P2) Considera la matriz

5 4 3 0
ac|7L 0 -3 0 ©)
11 -2 1 0 axd

O 0 0 -2

(a) Calcula el polinomio caracteristico de A, sus valores propios y la multiplicidad
algebraica y geométrica de cada valor propio.

Solucién:

Calculamos el polinomio caracteristico de A:

5—_1/1 —4,1 33 8 SoA 43
d,(1) = - =(-2-A)| -1 -1 -3
1 -2 1-2 0 L 5 1,
0 0 0 —2-1
5—21 4 3 5-12 4 3
=(=2-1| -1 -2 -3 |=(2-1* -1 -1 -3
0 —2—-1 -2-1 0 1 1
5—21 1 3
=@A+2)?* -1 -2+3 —3=(/1+2)2|5_’1 1 |
-1 —-14+3
0 0 1
= (-D*A+2)*A-4)?
Los valores propios de A son
A=-2 ma(-2)=2
A=4 ma(4) = 2
Calculemos los vectores propios de A.
Para A = -2
7 4 3 0
_ _ 1 2 -3 0
S, =N@A+2E)=N|" 5 3 0
0 0 O 0

Resolvemos el sistema:
7x +4y+3z=0
{—x +2y—-3z=0
sumando ambas ecuaciones se obtiene:

TODO UM EQUIPO PARA
VALENCIA AYUDARTE A AFROBAR BurRJASSOT
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6x+6y=0=>x=—y
de donde
3z=2y—x=2y+y=3y=>z=Yy
Asi la solucién del sistema es (x,y,z,t) = (—a,a,a, B) y por tanto,
S_, = £{(-1,1,1,0), (0,0,0,1)}
Como mg(—2) = dim(N(4 + 2E)) = 2.

Paral =4

1 4 3 0
-1 -4 -3 0
1 -2 =3 0
0o 0 0 -6

Se=N(A—4E)=N

Resolvemos el sistema:
x+4y+3z=0
x—2y—3z=0
—-6t=0
sumando las dos primeras ecuaciones se obtiene:
2x+2y=0=>x=—y
de donde
3z=x—-2y=—-y—-2y=-3y=>z=-y
Asi la solucién del sistema es (x,y,z,t) = (—a,a,—a,0) y por tanto,
S_, = L{(-1,1,—-1,0)}
Como mg(4) = dim(N(A — 4E)) = 1.

(b) ¢Es A una matriz diagonalizable? Justifica tu respuesta.
Solucién:

No, pues la multiplicidad algebraica y geométrica del valor propio 4 no coincide.

(c) Calcula la forma canonica de Jordan de la matriz A, J, , y una matriz P no
singular tal que A=PJ,P™.

Solucion:
Calculemos las cadenas de Jordan asociadas al valor propio 4. Las cadenas de
Jordan de longitud 1 son:

CDJ(1) = {b; = (—a,a,—qa,0)}
Busquemos un vector b,eR* tal que (4 — 4E)b, = b;:

TODO UM EQUIPO PARA
VALENCIA AYUDARTE A AFROBAR BurRJASSOT
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1 4 3 0 X —-a
-1 -4 -3 0 Yi_|
1 -2 -3 0 z —a
0 0 0 —6 t 0

Resolvemos el sistema:
x+4y+3z=-a
x—2y—3z=—-«a
—6t=0

Sumando las dos primeras ecuaciones:
2x+2y=—-2a=>x=—a-y
de donde
3z=a+x—-2y=a—-a—-y—-2y=-3y=>z=-Yy
Luego b, = (—a — B,B,—p,0) y las cadenas de Jordan de longitud 2 son:
CDJ(2) ={b, = (—a,a,—a,0),b, = (—a—B,B,—p,0) }

Busquemos un vector b;eR* tal que (A — 4E)b; = b,:

1 4 3 0 x —a—p
-1 -4 -3 o |[y\_| B
1 -2 =3 0/\z —B
0 0 0 -6/ \t 0

Resolvemos el sistema:
x+4y+3z=—-a—-pf
—x—4y—-3z=p
xX—2y—3z=-
—6t=0

De las dos primeras ecuaciones obtenemos

—a—f=—fF=a=0
pero si @ = 0, el vector terminal es nulo. Contradiccion. Luego, no existen cadenas
de Jordan de longitud 3.

Tomandoa =1,8=0
CDJ(2) = {b; = (-1,1,—1,0), b, = (—1,0,0,0) }

y tenemos
-1 0 -1 -1 -2 0 0 0
p=(1 0 1 0}, _(0 -2 0 0
1 0 -1 07’4 0 0 4 1
01 0 0 0 0 0 4
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(d) Obtén la forma canonica de Jordan de la matriz compafera asociada al
polinomio caracteristico de A, A.. ¢,Son Ay A. similares?

La matriz compafiera de A, tiene como polinomio minimo
my (D) = (A4 2)%(1 — 4)?
Luego la forma candnica de Jordan de A. es

-2 1 0 O

|0 =2 0 O
Jac = 0 0 4 1
0 0 0 4

Como el polinomio minimo de A es
my(2) = (A +2)(A - 4)?
las matrices Ay A; no son similares.

Fuente: Enunciados correspondientes a exdmenes de la Universidad Politécnica de
Valencia.
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