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MATEMATICAS
DIPLOMATURA EN OPTICA

EXAMEN FINAL

1* PARTE

1. Encuentra una base del subespacio vectorial S de R *generado
por los vectores (1,0,-1.2), (3,-2,5,1), (0.-1.1,2),(2,1.-9,11).Escribe sus
ecuaciones parameétricas y cartesianas.

Averigua =i el vector a=(2, -4,3,1) pertenece a dicho subespacio.

Solucion:

1°.Buscamos una base de 3
Una base de un subespacio vectorial ez un conjunto de vectores que cumple:
- son sistema generador del subespacio
- son linealmente independientes (L.T)
En este caso, sabemos que el conjunto de vectores es sistema generador de
2, solo falta comprobar si sen LT | para ello calculamos el rango de la matriz A
formada por log vectores colocados per filas :

1 0 -1 2 1 0 -1 2 1 0 -1 2

3 -2 5 1| m-3m [0 2 8 -5, o1 -7 7

0 -1 1 2 0 —1 1 2 |fe¢ tlo -1 1 2 EB.F
3 1 -9 11} m—2F, \o 1 —7 r} 0 -2 § —5) Fi+2F,
10 —1 2\ 10 -1 2

01 -7 —1 001 -7 —1 .

0 0 —F 9 0 0 —§ g | RamelA)=3

0 0 —6 9) Fi—F, \o 0 0 0

= Hay 3 vectores L.1

Por tanto:

Base (3)={(1,0,-1,2),(3,-2,3,1),(0,-1,1.2)}
2% Ecuaciones paramétricas:

Sea (x,y.z,t)el
-.’:-c.:.'__z:t] = ﬂ"[-l' u:— _1: 2:|+ 5{31 _21 3, l.-l T "rl:_[:l _1r 1, 2-:' =
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(a+35-28—v,—a+38+v.2a+5+2)

w=g + 33

y=—d8—1

z=—a+ 55+

t=2a+ 54+ 2

S={fu= +35.-28—7v,—a+58+v,2a+ 5+ 2v)eR* ;. o, :.?-_“TEE}

3°. Ecuaciones cartesianas:

Construimes una matrz colocands loz vectores de la base por columnas y
afiadimos una ditima columna con %, v, 2 ¥ 1 . Después triangularizames dicha

matriz

1 3 0 = 1 3 ] o 1 3 i i

o -2 -1 y o -2 -1 Y o -2 -1 y

-1 i 1 = Fp + Fy o0 B 1 z4= e 0 0 -3 az+dy+2

2 1 2 i) Fy—2F, 0 -3 2 t—2x) 2F;—5F, o o 9 —drx+iy+t
1 3 (1] x
o -2 -1 y
o 0 -3 r+dy+z

Fa+3F8 \0 0 0 —r+1iy+3z+2

Nos guedamos con las ecuaciones gque aparezean en filas donde todos loa
elementos sean ceros:

O=—z+17y+3z:+M

S={(z,y.2,t)eB*; —x+1Ty+32+2t=0, .y 2 teR}

4. Averiguamos si a=(2, -4 3.1) € 5. podemos hacerle de dos formas:
-FORMA 1 :5i a €3 serd combinacidn lineal de los vectores de la hase:
(2-431)=a(1,0,-1,2}+ 3(3,—-2,5,1) + ~(0,-1,1, 2)
={a=+35-25—v,—a+353+7.2a+5+2)

o+35=12
-3 —7=-4
—a+if+v=13

Za+84+2y=1

Hesolvemos el sistema por Gauss-Jordan:

1 3 0 2 1 3 0 2

0 -2 -1 -4 b -2 -1 -4

-1 5 1 3 .4+ |D 8 1 s ITimEE
2 3 B U Eegry b =5 2 3 s ok
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1 3 0 2 1 3 0 2
0 -2 -1 —4 0 -2 -1 —4
0 0 -3 —11 0 0 -3 -i1
0 0 9 —zs/' Fy+3F \0 0O 0 —67

Este es un sistema incompatible ¥y per tanto no tiene solucién. Entonces el
vector a no es combinacién lineal de los vectores de la base, luego ags

-FORMA 2: 51 a € 5 cumplird la ecuacién cartesiana del subespacio:
0=—z+1Ty+3z+2t—24+17.(-4)+3.3+2.1=—-2—-68+9+2=—-59=#0
—agl

2. Dizcute el siguiente zisteman de ecuaciones segun los valores de
ax - ¥ - z =12

-x4ay- z =2
x + ¥ -az = Ja+1

Solucion:

Construimos la matriz de los coeficientes ampliada (A
para estudiar los rangos de [A) v (A]b)

b} v triangularizamos

a -1 -1 2 1 1 —a 3Ja+1

-1 & -1 2 FpeesFil e -1 -1 2 Fy —aF;

1 1 —a 3a+1 -1 & -1 2 FE+H

1 1 —a Ja+ 1 1 1 —a da+1

0 —(1+a) -1+a® —-3a®—a+2 0 —(1+a) —-1+e° —3a*—a+2
0 1+a —(l+a) Ja+3 F;+F; \D 0 a’—a—2 —-3a*+2a+3
Hiat—a—-2=0=a=206a=-1

Sia=2

0 —3 3 —12| = Rang(d) =123 = Rang(A4 |b)

= Sistema incompatible

Sie=-1
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11 1 -2

0 0 0 0 | = Rang(A)=1= Rang(A|b)«n®deincignitas
0 0 0 O

= Sistema compatible indeterminado

Siaz#lyoemx-—1

Rang{A) =3 = Rang(A | b)) = Sistema compatible
Rang{A) =3 = n® de incdgnitas = determinado

3. Sea r; la recta interseccion de los planos
m==r+dy— =0y m=dr—2y—z2=0

a) Estudia =i es paralela a la recta r; delinida por

K—=-d+2t
y=dt
z=1-44t

b} Encuentra las ecuaciones del plano que contiene a r; vy 13

Solucion:
a) Para ver s1 son paralelas estudiaremos 51 son proporcionales los vectores
de las dos recias
1°.Calculamos el vector director de rq () :
m=x+dy—2x=5— w;=(1,2,-2)
ma=br—2y—2=0 = w; = (5 -2, —1)

sabemos que wy ws Ly por tanto, si v; = (z,y,2) :
O=«(xy,2){1.2,-2) s =u+2y-2z=0
O=«({x,¥,2){5,-2,-1)>=0x-2y-z=0

resolvemos este sistema y obienemos:

x=1/2z

y=3/4z = damos, por ejemplo, el valor z=4=—
E=2

—s vy = (2.3,4)

2° Caleulamos el vector director de 5 (v} -
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como Ty esta expresada en ecuaciones continuas sabemos que su
vector director corresponde a los coeficientes de la t
ve = (2,3,4)

3% Comparamos vy ¥ vVa
Como ¥ = U, = las dos rectas son paralelas

b} Para construir el plano que contiene a las dos rectas necesitamos un punto
v dos vectores LI, usaremos
P=(-3.01) [ lo obtenemos de las ecuaciones de 11}

vy = (2,3,4) (vector director de 13)
por tanto necesitamos un vector direcior mas.

Nuestras dos rectas son paralelas (podemos confirmar que no son la misma
recta sustituyendo el punto P, gue sabemos que perienece a 7o, en las ecuaciones
de 11 ¥ obsevando gue ese punto no perienece a vy porgue no cumple las ecua-
clones). Luego si calculamos un punto @) € ry, podremos obiener vy come el
vector que va de Pra ().

I® Resolvemos el sistema de ecuaciones que definen 14 :

= T

p=22=35 damos, por ejernplo. el valor 2 =1 =

74 17 !
== Q=i 5. 1)

2° Calculamos el vector gque va de P a {):
W= "r-:t ~ = ';.%.‘ % 1)--3.0.1) = (3 7 % E'.]

Ya tenemos todos los elementos necesarios para caleular la ecuacion del
plano:

&
+
[}
AR
[
I
et

4 [ =La(s—1)— b4y + B3(z—1) - Li(o +3) =

ol
=5
=

__ 32y 5 i7, _
=z—1)— 24y — 4z +3) =
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2 a2 20 a4
=Fr—F-—Fy—Fzr—d=10

J& 20 Iz 1-5‘-1_
== —Fr—Fy+Fr—F5 =0

3
= —Jdx — 20y — 32z =134
2= PARTE

4. Hallar los elementos de la siguiente conica:
—18x + ¥ +2y +37=10

Solucian:
Como sole la v esia elevada &l cuadrade sabemos gue va & ser una parabola.
Vamos a transformar la ecuacidn pars legar a la ecuacion de la parabola :

18z +y  +2y+37=0
Bz + (g1 —-1+37=0
Sz 4+ (y+1)7+36=0
(y+1)* =18z — 36

(y+1)* =18(z —2)
(y+112=2.9=z—2)

Comparamaos con la ecuacian de la parabola (z —x,) = 2cly —ya)® ¥ obten-
ETNOS:

g = 2

yo = —1

c=14

Por tanto tiene:

vértice v = (g, %0 ) = (2,-1)
focof=v +f = (zg,y0) + (5.0)=(2-1) = (£.0) = (3. -1)

El eje e3 la recta que pasa por gl vértice y €l foco:
gje : y=-1

La recta directriz se encuentra a la misma distancia del vértice que el foco
y corta perpendicularmente al eje:

d(F.V) =2 -2=2
recta directriz : x= 2 — % = —%

5. Encontrar los posibles maximos, minimos v puntos silla de la
funcidmn:
flx.v)= 3z — 22y — 3" — Sy
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Solucion:

1%, Caleulamos las derivadas parciales, las igualamos a 0 y resolvemos el
sistema de ecuaciones resultanie:

fr =6 —2y=10

t,=—2x—2y—8=10

(resolvemos)] — z=-2 y=-—§

Por tanto tenemos como punto critico el P=(-2.-6)

2%, Calculamos la matriz Hessiana (que es la formada a partir de las
derivadas parciales segundas)

f.: =106
foy =fye = —2
fy = —2

e o s i S, 4 — 6 =2
H.I}L:“_(fp-r .fy:) B (_? _?)

4%. Calculamos el determinante de la matriz Hessiana en el punto critico:

g =2

|H(2.6)] = ‘_2 —E‘ =—12—-4=-16« 0 = P = (-2 —6) &3 un punic

silla de la funcion

6. Calcula la integral de la funcién fix.y) = x + ¥° en la region
limitada por las rectas y=2 , x=0, y=x+1

Solucion:

1 2
? @m=+1

L
fﬂ(?m—i)—(z{m+1ﬁ—:—'ﬁ'})dfc=
> i - i e B P
3T+ 75— [:m'—-—:{: p :[ﬁ'¢=

? &

5 2 2 Yngeoine

f?s:—g—:c =T gt =
% -

o 2 ¥ 2y
j—?—i.r + gdz =

0

=t " T !
1* ?1' o
T afiel
T _ % T 19
TR TET

Fuente: enunciados correspondientes a examenes de diferentes afios de la Universidad de

Valencia.
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