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PROBLEMA 
 
Para la estructura representada en la figura, supuesto un 
comportamiento elástico y lineal y depreciando la deformación por 
cortante, se pide: 
 
Obtener el valor del desplazamiento vertical del nudo A mediante el 
principio de los desplazamientos virtuales. 
Obtener el valor del giro del nudo A mediante el principio de las 
fuerzas virtuales (Método de reducción). Se podrá utilizar, si se 
considera oportuno, los resultados del apartado 1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
DATOS: 
 
BARRA 1: IPE 300 A=53.8 cm2 
   I=8360 cm4 
 
BARRA 2: cable 1Φ 16 mm 
 
E= 2.1·106 kg/cm2 
 
Kmuelle= 500 T/m 
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dyA  por el PDV: 
 
GIC = 3 movimientos independientes dxA, dyA, θA. 
Estado real: funciones desplazamiento y deformación. 
 
BARRA 1:  
   
u1= N1

a (x) dxi1 + N2
a 

(x) dxj1 
 
dxi1 =  dxC = 0 
dxj1 =  dxA 
 
u1= N2

a (x) dxA = (x/L) dxA = (x/6) dxA 
 
u’1 = 1/6 dxA 
 
v1 (x) = N1

f (x) dyi1 + N2
f (x) θi1 + N3

f (x) dyj1 + N4
f (x) θj1 

 
dyi1 =  dyC = 0        θi1 =  θC = 0         
dyj1 =  dyA                   θj1 =  θA 
 
v1 (x) = N3

f (x) dyA + N4
f (x) θA = (-2x

3/L3+ 3x2/L2) dyA + (x
3 /L2 – x2/L) θA 

 
v’’1 (x) = (-12x/6

3 + 6/62) dyA + (6x/6
2 – 2/6) θA 

 
 
 
 
BARRA 2:  
   
u2= N1

a (x) dxi2 + N2
a 

(x) dxj2 
 
dxi2 =  dyA  
dxj2 =  dyB 
 
u2= N1

a (x) dyA = (1-x/L) dyA = (1-x/4) dyA 
 
u’2 = - 1/4 dyA 
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Estado virtual: funciones desplazamiento y deformación. 
 
 
Estado virtual I: 
 

бdyA = 0 
бθA = 0 
 
Barra 1: 
 
бu1

I (x) = x/L 
бu’1

I (x) = 1/6 
 
 
 

Estado virtual II: 
 

 
бdxA = 0 
бθA = 0 
 
Barra 1: 
 
бv1

II (x) = ( -2x3/L3 + 3x2/L2) 
бv’’1

II (x) = (-12x/L3 + 6/L2)  
 
      Barra 2: 

 
бu2

I (x) = (1-x/L) 
бu’2

I (x) = -1/4 
 
Estado virtual III: 

 
бdxA = 0 
бdyA = 0 
 
Barra 1: 
 
бv1

III (x) = ( x3/L2 - x2/L) 
бv’’1

III (x) = (6x/L2 - 2/L) 



  4 
 
 
 
 

  4 
 
 
 
 

 
Ecuaciones de Balance Energético: 
 
Estado virtual I: 
 
бWI= бUI 
бWI = 18 бdxA = 18 

бUI 
=∫EA1u’1(x)бu’1I dx = ∫2’1·107·53’8·10-4·1/6 dxA·1/6 dx = 18830 

dxA 
  
18830 dxA = 18 
 
dxA = 9’559 · 10

-4 m 
 
 
 
Estado virtual II: 
 
бWII= бUII 
бWII = -24 бdyA = -24 

бUII 
=∫EI1v’’1(x)бv’’1II(x) dx + ∫EA2u’2(x)бu’2II(x) dx = ∫EI1·[(-12x/63 + 

6/62) dyA + + (6x/6
2 – 2/6) θA]·[(-12x/6

3 + 6/62)] dx + ∫EA2(-1/4) dyA (-
1/4) dx  
 
 
 
 
 
Estado virtual III: 
 
бWIII= бUIII 
бWIII = 0 

бUIII 
=∫EI1v’’1(x)бv’’1III(x) dx =  

= ∫EI1·[(-12x/63 + 6/62) dyA + (6x/62 – 2/6) θA]·[(-6x/62 - 2/6)] dx  
 
 
 
 
dya = -1’519 · 10-2 m 
 
θA = -3’797 ·10

-3 m 
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Obtener el θA por el PFV-Método de reducción 
 
A partir de los movimientos obtenidos en el apartado 1 se obtienen 
las reacciones con el fin de definir estáticamente la estructura. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
RyA = -500 dyA =7’595 T 
 
E·A2·u’2= N2 

 
4222’3 · (dyA/4) = N2 = RyB 
 
RyB = 16’034 T = N2 
 
ΣFx= 0; RyC + 18 = 0; RxC =-18 T 
 
ΣFy= 0; RyA + RyB + RyC = 24; RyC = 0’371 T 
 
ΣM = 0; RMC = 2’226 T·m 
 
Leyes de esfuerzos: 
 
N1 = 18 
 
M1 (x) = 0’371x – 2’226 
 
N2 = 16’034 
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Sistema virtual: 
 

 
GIE = 2 
 
бRyB = 0 
 
бRyA = 0 
 
ΣFx= 0; бRxC = 0 
 
ΣFy = 0; бRyC = 0 
 
ΣM =0; бRMC = -1 T·m 
 
 
 
 

Leyes de esfuerzos: 
 
бN1 = 0 
 
бM1 = 1 
 
бN2 = 0 
 
бW* = бU* 
 
бW* = 1·θA = θA 
 
бU* = бU*flexion1 = ∫M1 (x)·бM1/EI1 dx 
 
θA = ∫ (0’371x – 2’226)·1/1755’6 dx = - 3’79·10

-3 rad (sentido horario) 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fuente: enunciados correspondientes a exámenes de diferentes 
años de la Universidad Politécnica de Valencia. 


